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形式下三角矩阵环上的n-Ding模*
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摘 要：讨论形式下三角矩阵环 T = ( )A 0

U B
上的 n-Ding模（其中 A，B是环，U是 (B，A)-双模）。证明了：（i）

设 UA 有有限的平坦维数， BU是平坦模。若 M = ( )M1
M2 φM

是 n-Ding 投射左 T-模，则 M1 是 (n - 1)-Ding 投射左 A-

模，φM 是单同态，并且 M2 / Im φM 是 n-Ding投射左B-模；（ii）设 T是右凝聚环，BU是平坦模，UA 是有限表示

模且有有限的投射维数。若 W = (W1，W2 )φW 是 n-Ding内射右T-模，则 W1 是 (n - 1)-Ding内射右A-模，
~φW 是满同

态，并且Ker~φW是 n-Ding内射右 B-模。
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n-Ding modules over formal lower triangular matrix rings

ZHANG Wenhui，LIU Ting

College of Mathematics and Statistics，Northwest Normal University，Lanzhou 730070，China

Abstract：n-Ding modules are investigated under the formal lower triangular matrix ring T = ( )A 0
U B

，

where A and B are rings，U is a ( B，A )-bimodule. It is proved that（i）If UA has finite flat dimension，

BU is flat and M = ( )M1

M2 φM

is a n-Ding projective left T-module，then M1 is a (n - 1)-Ding projective left

A-module，φM is a monomorphism，and M2 /Im φM is a n-Ding projective left B-module；（ii）If T is a

right coherent ring，BU is flat，UA is finitely presented and has finite projective dimension and W =

(W1，W2 )φW
is a n-Ding injective right T-module，then W1 is a (n - 1)-Ding injective right A-module，

~
φW

is an epimorphism，and Ker
~
φW is a n-Ding injective right B-module.
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本文所提到的环均指有单位元的非零结合环，模均指酉模。

令 A，B是两个环，U是 (B，A)-双模，构造下三角矩阵环 T = ( )A 0
U B

= ì
í
î

ü
ý
þ

|

|
|
||
|( )a 0

u b
a ∈ A，b ∈ B，u ∈ U ，

其加法按通常的定义，对 T中的任意元素 ( )a 0
u b

和 ( )a′ 0
u′ b′

，定义乘法为 ( )a 0
u b ( )a′ 0

u′ b′
= ( )aa′ 0
ua′ + bu′ bb′

，

则T关于普通矩阵的加法和上述乘法构成一个环，并称之为形式下三角矩阵环［7］。形式三角矩阵环在Artin
代数的表示理论和环理论中起到了重要的作用。近年来，许多学者对形式三角矩阵环上的模及其同调性

质进行了研究。1999年，Haghany和Varadarajan研究了形式三角矩阵环的一般性质，并讨论了这类环上的

投射模和内射模［7-8］。2013年，章璞给出了三角矩阵Artin代数上，Gorenstein投射模的刻画［9］。2014年，

Enochs等在形式三角矩阵环 T Gorenstein正则的条件下，给出左 T-模是 Gorenstein投（内）射模的等价刻

画［10］。2019年，毛立新去掉环条件的限制，在文献［11］中给出形式三角矩阵环 T上左 T-模是Ding投射模

（右T-模是Ding内射模）的等价刻画。

受以上文献的启发，我们讨论形式下三角矩阵环上 n-Ding模的刻画及其同调性质。称左 R-模M是

Ding投射模，如果存在投射模的正合列 P：⋯ → P1 → P0 → P-1→ P-2 → ⋯，使得M ≅ Im (P0→ P-1 )，
且对任意平坦左R-模F，序列HomR (P，F )正合；称左R-模E是FP-内射模，如果对任意有限表示左R-模H，
ExtR 1 (H，E ) = 0；称左 R-模 N是 Ding内射模，如果存在内射模的正合列 ℑ：⋯ → I1 → I0 → I-1 → I-2
→ ⋯，使得N ≅ Im ( I0 → I-1 )，且对任意FP-内射左R-模E，序列HomR (E，ℑ)正合。对于环R，用 LM(R )
（RM(R )）表示左（右）R-模范畴，RM (MR )表示左（右）R-模M，用 pdM ( fdM，FP-idM )表示R-模M的投射（平

坦，FP-内射）维数。模 M 的示性模 M+ = HomZ (M，Q/Z )，Z 表示整数集，Hi (X ) 表示复形 X 的第 i 次同

调群。

设Ω是范畴，其对象是三元组M = ( )M1
M2 φM

，其中M1 ∈ LM( A)，M2 ∈ LM(B )且φM：U ⊗ AM1 → M2是左

B- 模 同 态 。 任 意 对 象 M = ( )M1
M2 φM

到 N = ( )N1
N2 φN

的 态 射 是 同 态 对 ( )f1f2 ， 其 中 f1 ∈ HomA (M1，N1 )，
f2 ∈ HomB (M2，N2 )且满足下图交换

U ⊗ AM1¾®¾¾
1 ⊗ f1 U ⊗ AN1

φM↓ ↓φN
M2 ¾ ®¾ ¾¾ ¾¾¾¾¾ ¾¾ ¾¾

f2 N2.
由文献［12］的定理1. 5可知LM(T )与Ω等价。本文仍以三元组的形式表示左T-模。任取LM(T )中的对

象 ( )M1
M2 φM

，由伴随同构 HomA (M1，HomB (U，M2 ) ) ≅ HomB (U ⊗ AM1，M2 )，对任意 u ∈ U，m ∈ M1，定义
~
φM：

M1 → HomB (U，M2 ) 的作用为
~
φM (m ) (u ) = φM (u ⊗ m ). 显然

~
φM 是左 A-模同态。注意到，左 T-模的序列

0 → ( )M′1
M′2 φM′

→ ( )M1
M2 φM

→ ( )M″1
M″2 φM″

→ 0 正 合 当 且 仅 当 序 列 0 → M′1 → M1 →M″1 → 0 和 0 → M′2 → M2 →
M″2 → 0正合。

定义范畴 LM( A) 和 LM(B ) 的积 LM( A) × LM(B ) 是如下范畴：其对象为有序对 (M，N )，其中

M ∈ LM( A)，N ∈ LM(B ). 任取 LM( A) × LM(B ) 中的对象 (M，N ) 和 (M′，N′)，态射集

HomLM(A) × LM(B ) ( (M，N )，(M′，N′) ) ≔ HomA (M，M′) × HomB (N，N′).
对任意态射 ( f，g )：(M，N ) → (M′，N′)和 ( f ′，g′)：(M′，N′) → (M″，N″)，态射的合成为 ( f ′，g′) ( f，g )：=

( f ′ f，g′g ).
以下是我们要用到的范畴 LM(T ) 与 LM( A) × LM(B ) 之间的几个函子：

p：LM( A) × LM(B ) → LM(T )，p (M1，M2 ) = ( )M1
(U ⊗ AM1 )⊕M2 φ

M1
，其中φM1：U ⊗ AM1 →(U ⊗ AM1 )⊕M2
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的标准单射；对任意态射 ( f1，f2 )有
p ( f1，f2 ) = ( )f1

(1 ⊗ A f1 )⊕f2 .
h：LM( A) × LM(B ) → LM(T )，

h (M1，M2 ) = ( )M1⊕HomB (U，M2 )
M2 φ∗

，

其 中 φ∗：U ⊗ A (M1⊕HomB (U，M2 ) ) → M2， 使 得 对 任 意 m ∈ M1， u ∈ U， g ∈ HomB (U，M2 )，
φ∗ ( (u ⊗ m，u ⊗ g ) ) = g (u ). 因此，定义

~
φ∗：M1⊕HomB (U，M2 ) → HomB (U，M2 )的标准投射，其中对任意

m ∈ M1，u ∈ U，g ∈ HomB (U，M2 )，~φ∗ (m，g ) (u ) = φ∗ ( (u ⊗ m )，(u ⊗ g ) ) = g (u )；对任意态射 ( f1，f2 )有
h ( f1，f2 ) = ( )f1⊕HomB (U，f2 )

f2
.

定义 q：LM(T ) → LM( A) × LM(B )为
q ( )( )M1

M2 φM
= (M1，M2 )，

且对LM(T )中的任意态射( )f1f2 有

q ( )( )f1f2 = ( f1，f2 ) .
因此 ( p，q )，(q，h )均为伴随对，从而 q是正合函子，p保持投射对象，h保持内射对象 [10 ]。

1 n-Ding投射模

定义1[ ]13 设 n是一固定的正整数。称左 R-模 M是 n-Ding投射模，如果存在投射模的正合列
P：⋯ → P1 → P0 → P-1 → P-2 → ⋯

使得 M ≅ Im (P0 → P-1 )，且对任意平坦模 F和整数 i ≥ -n，Hi (HomR (P，F ) ) = 0.
引理 1[ 8 ] 设 M = ( )M1

M2 φM
是左 T-模，则 M是投射模当且仅当 M1 是投射左 A-模，M2 / Im φM是投射左 B-

模，且 φM是单同态。

引理 2[14 ] 设 M = ( )M1
M2 φM

是左 T-模，则 M是平坦模当且仅当 M1 是平坦左A-模，M2 / Im φM是平坦左 B-

模，且 φM是单同态。

下面讨论形式下三角矩阵环 T上 n-Ding投射模的相关性质。

定理1 设 UA 有有限的平坦维数，BU是平坦模，M = ( )M1
M2 φM

是左 T-模。

（i） 若 M是 n-Ding投射模，则 M1是 (n - 1)-Ding投射左 A-模，φM是单同态，且M2 / Im φM是 n-Ding投
射左 B-模；

（ii） 若 M1 是 n-Ding投射左 A-模，φM是单同态，且 M2 / Im φM是 n-Ding投射左 B-模，则 M是 n-Ding
投射左 T-模。

证明 （i）存在投射左 T-模的正合列

Δ：⋯ → ( )P1 1
P1 2 φ1

¾®¾¾
( )∂1 1∂1 2 ( )P0 1

P0 2 φ0
¾®¾¾
( )∂0 1∂0 2 ( )P-1 1

P-1 2 φ-1
¾®¾¾
( )∂-1 1∂-1 2 ( )P-2 1

P-2 2 φ-2
→ ⋯

使得 M ≅ Im ( )∂0 1∂0 2 ，且对任意平坦左 T-模 H和整数 i ≥ -n，Hi (HomT (Δ，H ) ) = 0.
由引理1可得投射左 A-模的正合列
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Δ1：⋯ → P1 1¾®¾¾
∂1 1 P0 1¾®¾¾

∂0 1 P-1 1¾®¾¾
∂-1 1 P-2 1 → ⋯，

其中 M1 ≅ Im ∂01 . 任取平坦左 A-模 F，则存在左 T-模的正合列

0 → ( )0
U ⊗ AF 0

→ ( )F
U ⊗ AF φF

→ ( )F0 0
→ 0，

其中 φF：U ⊗ AF → U ⊗ AF是同构。因此可诱导复形的短正合列

0 → HomT( )Δ，( )0
U ⊗ AF 0

→ HomT( )Δ，( )F
U ⊗ AF φF

→ HomT( )Δ，( )F0 0
→ 0 .

由引理 2可知，( )F
U ⊗ AF φF

是平坦左 T-模。故对任意整数 i ≥ -n，Hi( )HomT( )Δ，( )F
U ⊗ AF φF

= 0. 又因

为 BU 是平坦模，所以 U ⊗ AF 是平坦左 B-模，故 ( )0
U ⊗ AF 0

是平坦左 T-模。因此对任意整数 i ≥ -n，

Hi( )HomT( )Δ，( )0
U ⊗ AF 0

= 0. 再 利 用 长 正 合 序 列 引 理 ，可 知 对 任 意 整 数 i ≥ -n + 1，

Hi( )HomT( )Δ，( )F0 0
= 0. 对任意 m ∈ Z，

HomT( )( )Pm 1
Pm 2 φm

，( )F0 0
≅ HomT( )p (Pm 1，Pm 2 / Im φm )，( )F0 0

≅ HomLM(A) × LM(B )( )( )Pm 1，Pm 2 / Im φm ，q ( )( )F0 0
≅ HomA (Pm 1，F ).

故对任意整数 i ≥ -n + 1，Hi (HomA (Δ1，F ) ) ≅ Hi( )HomT( )Δ，( )F0 0
= 0，即 M1 是 (n - 1)-Ding投射左 A-模。

设序列 Δ中，( )λ1
λ2

：M → ( )P-1 1
P-1 2 φ-1

是包含同态，考虑如下交换图。

U ⊗ AM1¾ ®¾¾
1 ⊗ λ1 U ⊗ AP-1 1

φM↓ ↓φ-1
M2¾ ®¾ ¾¾ ¾¾¾¾¾ ¾¾ ¾¾

λ2 P2.
因为 fdUA < +∞，由文献［10］的引理 2. 3可知序列 U ⊗ AΔ1 正合，所以图中 1 ⊗ λ1 是单同态。再由

引理1知，φ-1 是单同态，故 φM 是单同态。

对任意 j ∈ Z，存在同态
------∂ j 2 ：Pj 2 / Im φj → Pj - 1 2 / Im φj - 1，使得行正合的下图可交换

⋮
↓

⋮
↓

⋮
↓

0 → U ⊗ AP1 1¾®¾¾
φ1

P1 2¾®¾¾ P1 2 / Im φ1¾®¾¾ 0
1 ⊗ ∂1 1↓ ∂1 2↓ ------∂1 2↓
0 → U ⊗ AP0 1¾®¾¾

φ0
P0 2¾®¾¾ P0 2 / Im φ0¾®¾¾ 0

1 ⊗ ∂0 1↓ ∂0 2↓ ------∂0 2↓
0 → U ⊗ AP-1 1¾®¾¾

φ-1
P-1 2¾®¾¾ P-1 2 / Im φ-1¾®¾¾ 0

↓
⋮

↓
⋮

↓
⋮

由第一列和第二列的正合性及长正合序列引理，可得投射左B-模的正合列

-Δ2： ⋯ → P1 2 / Im φ1¾®¾¾
- -----∂1 2 P0 2 / Im φ0¾®¾¾

- -----∂0 2 P-1 2 / Im φ-1 → ⋯，
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其中M2 / Im φM ≅ Im - -----∂0 2. 任取平坦左B-模G，由引理2可知( )0G 0
是平坦左T-模，故对任意整数 i ≥ -n，

Hi( )HomT( )Δ，( )0G 0
= 0 .

对任意m ∈ Z，由函子 p，q的伴随性，得

HomT( )( )Pm 1
Pm 2 φm

，( )0G 0
≅ HomB (Pm 2 / Im φm，G ).

故对任意整数 i ≥ -n，Hi (HomB (-Δ2，G ) ) ≅ Hi( )HomT( )Δ，( )0G 0
= 0，从而M2 / Im φM是n-Ding投射左B-模。

（ii）因为 φM：U ⊗ AM1 → M2 是单同态，所以存在左 T-模的正合列

0 → ( )M1
U ⊗ AM1 φ

M1
→ ( )M1

M2 φM
→ ( )0

M2 / Im φM 0
→ 0，

其中 φM1：U ⊗ AM1 → U ⊗ AM1 是同构。又因为 M1 是 n-Ding投射左 A-模，所以存在投射左A-模的正合列

Λ： ⋯ → P1¾®¾¾
f 1

P0¾®¾¾
f 0

P-1¾®¾¾
f -1

P-2 → ⋯，

使得 M1 ≅ Im f 0，且对任意平坦左 A-模 F，任意整数 i ≥ -n，Hi (HomA (Λ，F ) ) = 0. 因为 fdUA < +∞，所以

序列 U ⊗ AΛ正合，因此可得投射左 T-模的正合列

ϒ：⋯ → ( )P1

U ⊗ AP1 φP
1
¾ ®¾¾¾¾
( )f 1
1 ⊗ f 1 ( )P0

U ⊗ AP0 φP
0
¾ ®¾¾¾¾
( )f 0
1 ⊗ f 0 ( )P-1

U ⊗ AP-1 φP
-1
→ ⋯，

其中 ( )M1
U ⊗ AM1 φ

M1
≅ Im ( )f 0

1 ⊗ f 0
. 对任意平坦左 T-模 H = ( )H1

H2 φH
，由引理 2可知，H1 是平坦左 A-模。对任

意m ∈ Z，注意到 ( )Pm

U ⊗ APm
φP

m
= p (Pm，0)，由函子 p，q的伴随性可知

HomT( )( )Pm

U ⊗ APm
φP

m
，( )H1
H2 φH

≅ HomT( )p (Pm，0)，( )H1
H2 φH

≅ HomLM(A) × LM(B ) ( )(Pm，0)，q ( )( )H1
H2 φH

≅ HomA (Pm，H1 )，

故对任意整数 i ≥ -n，Hi( )HomT( )ϒ，( )H1
H2 φH

≅ Hi (HomA (Λ，H1 ) ) = 0. 即左 T-模 ( )M1
U ⊗ AM1 φ

M1
是 n-Ding 投

射模。

因为左 B-模M2 / Im φM是 n-Ding投射模，所以存在投射模的正合列

Θ：⋯ → Q1¾®¾¾
α1
Q0¾®¾¾

α0
Q-1¾®¾¾

α-1
Q-2 → ⋯，

使得 M2 / Im φM ≅ Im α0，且对任意平坦左 B-模 G， 任意整数 i ≥ -n，Hi (HomB (Θ，G ) ) = 0. 因此可得投射

左 T-模的正合列

( )0Θ ： ⋯ → ( )0Q1 0
¾®¾¾

( )0α1 ( )0Q0 0
¾®¾¾

( )0α0 ( )0Q-1 0
¾®¾¾
( )0α-1 ( )0Q-2 0

→ ⋯，

其 中 ( )0
M2 / Im φM 0

≅ Im ( )0α0 . 任 取 平 坦 左 T- 模 ( )H1
H2 φH

， 由 引 理 2 可 知 ， 在 左 B- 模 的 正 合 列

0 → U ⊗ AH1 → H2 → H2 / Im φH → 0中，H2 / Im φH 是平坦模，又因为 BU 是平坦模，故 U ⊗ AH1 是平坦

模 ， 因 此 H2 也 是 平 坦 模 。 对 任 意 m ∈ Z， 由 函 子 p，q 的 伴 随 性 ， 可 知 HomT( )( )0Qm

0
，( )H1
H2 φH

≅ HomB (Qm，H2 ). 因此对任意整数 i ≥ -n，Hi( )HomT( )( )0Θ ，( )H1
H2 φH

≅ Hi (HomB (Θ，H2 ) ) = 0，即 ( )0
M2 / Im φM 0
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是 n-Ding投射左 T-模。再由文献［13］的命题1. 3可知，左T-模 M = ( )M1
M2 φM

是 n-Ding投射模。

推论 1 设 R是环，T = ( )R 0
R R

是由 R作成的形式下三角矩阵环，M = ( )M1
M2 φM

是一左 T-模。

（i） 若 M是 n-Ding投射模，则 M1是 (n - 1)-Ding投射左R-模，φM是单同态，且M2 / Im φM是 n-Ding投
射左R-模；

（ii） 若 M1，M2 / Im φM是 n-Ding投射左R-模，且 φM是单同态，则 M是 n-Ding投射左T-模。

2 n-Ding内射模

设 Γ 是 一 范 畴 ， 其 对 象 是 三 元 组 W = (W1，W2 )φW， 其 中 W1 ∈ RM( A)， W2 ∈ RM(B ) 且 φW：

W2 ⊗ BU → W1 是右 A-模同态。任意两个对象 (W1，W2 )φW 与 (X1，X2 )φX 间的态射是 g = (g1，g2 )，其中

g1 ∈ HomA (W1，X1 )，g2 ∈ HomB (W2，X2 )，且满足φX( g2 ⊗ 1) = g1φW. 范畴 RM(T )与范畴 Γ等价 [15 ]。我们仍

以三元组 (W1，W2 )φW的形式表示右 T-模。注意到，g是单（满）同态当且仅当 g1和 g2是单（满）同态。设

W = (W1，W2 )φW是右T-模，由伴随同构HomA (W2 ⊗ BU，W1 ) ≅ HomB (W2，HomA (U，W1 ) ). 任取w ∈ W2，u ∈ U，
定 义

~
φW：W2 → HomA (U，W1 ) 的 作 用 为

~
φW (w ) (u ) = φW (w ⊗ u )， 则

~
φW 是 右 B- 模 同 态 。 设

g = (g1，g2 )：(W1，W2 )φW → (X1，X2 )φX，
W2 ⊗ BU¾ ®¾¾

g2 ⊗ 1
X2 ⊗ BU W2¾®¾¾

~φW HomA (U，W1 )
φW↓ ↓φX ， g2↓ ↓HomA (U，g1 ) = g1∗
W1¾ ®¾ ¾¾¾¾¾ ¾¾

g1 X1 X2¾ ®¾ ¾¾¾¾¾
~φX HomA (U，X1 ).

则由
~
φW及

~
φ

X
的定义，容易验证右图可交换。

类似地，可以定义范畴 RM( A) 和 RM(B ) 的积，即范畴 RM( A) × RM(B )以及范畴RM(T )与RM( A) ×
RM(B )之间的几个函子：

p：RM( A) × RM(B ) → RM(T )， p (W1，W2 ) = ((W2 ⊗ BU )⊕W1，W2 )φW，其中 φW：W2 ⊗ BU →(W2 ⊗ BU )
⊕W1的标准单射；对任意态射 (g1，g2 )，p (g1，g2 ) = ((g2 ⊗ B1)⊕g1，g2 ).

h：RM( A) × RM(B ) → RM(T )， h (W1，W2 ) = (W1，W2⊕HomA (U，W1 ) ) φW1， 其 中
~
φW1：W2⊕HomA (U，W1 )

→HomA (U，W1 )的标准投射；对任意态射 (g1，g2 )，h (g1，g2 ) = (g1，g2⊕HomA (U，g1 ) ).
q：RM(T ) → RM( A) × RM(B )，对任意右 T-模 W = (W1，W2 )φW， q ( (W1，W2 )φW ) = (W1，W2 )，且对范畴

RM(T )中的任意态射 (g1，g2 )，q ( (g1，g2 ) ) = (g1，g2 ).
则 ( p，q )，(q，h )均为伴随对，从而 q是正合函子，p保持投射对象，h保持内射对象 [11 ]。

定义2[ ]13 设 n是一固定的正整数。称右R-模N是n-Ding内射模，如果存在内射模的正合列

Ι：⋯ → I1 → I0 → I-1 → I-2 → ⋯，

使得N ≅ Im ( I0 → I-1 )，对任意FP-内射右R-模E，任意整数 i ≥ -n，Hi (HomR (E，Ι) ) = 0.
称环R是右凝聚环，如果每个有限生成右理想都有限表示。下面我们讨论形式下三角矩阵环 T上 n-

Ding内射模的结构。

引理3[11 ] 设W = (W1，W2 )φW是一右T-模。

（i） W是内射模当且仅当W1是内射右A-模，Ker~φW是内射右B-模，且
~
φW是满同态；

（ii） 若T是右凝聚环，UA是有限表示模，则W是FP-内射模当且仅当W1是FP-内射右A-模，Ker~φW是
FP-内射右B-模，且

~
φW是满同态。

若 W = (W1，W2 )φW 是 右 T- 模 ， 则 W 的 示 性 模 W + = HomZ (W，Q/Z ) = ( )W + 1
W + 2 φW

+
， 其 中

φW
+
：U ⊗ AW + 1 → W + 2，且对任意 f ∈ W + 1，u ∈ U，w ∈ W2，φW

+ (u ⊗ f ) (w ) = f (φW (w ⊗ u ) ) .
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命题1 设T是右凝聚环，UA是有限表示模，且 fd BU < +∞. 若 J是FP-内射右A-模，则右T-模 (J，0)0的
FP-内射维数有限。

证明 不妨设 fd BU = m < +∞. 由右T-模的序列

0 → (J，0)0 → (J，HomA (U，J ) ) φJ → (0，HomA (U，J ) ) 0 → 0，
的正合性，可诱导出左T-模的正合列

0 → ( )0
HomA (U，J )+ 0

→ ( )J+

HomA (U，J )+ φJ
+
→ ( )J+0 0

→ 0，
因 为 T 是 右 凝 聚 环 ， 由 文 献［16］的 定 理 4. 2 和 文 献［11］的 引 理 4. 2 可 知 fd (HomA (U，J )+ ) = FP-

id (HomA (U，J ) ) ≤ m，所以 fd ( )( )0
HomA (U，J )+ 0

≤ m. 又因为 J+是平坦左 A-模，且 HomA (U，J )+ ≅ U ⊗ A J+，

因此，由引理 2可知 ( )J+

HomA (U，J )+ φJ
+
是平坦模。从而在上述正合列中 FP-id ((J，0)0 ) = fd ( )( )J+0 0

≤ m +
1 < +∞.

定理2 设T是右凝聚环，BU是平坦模，UA是有限表示模且其投射维数有限，W = (W1，W2 )φW是右T-模。

（i） 若W是n-Ding内射模，则W1是 (n - 1)-Ding内射右A-模，
~
φW是满同态，且Ker~φW是 n-Ding内射右

B-模；

（ii） 若W1是 n-Ding内射右 A-模，
~
φW 是满同态，且 Ker~φW 是 n-Ding内射右 B-模，则W是 n-Ding内

射模。

证明 （i）存在内射右T-模的正合列

Δ：⋯ → ( I 1 1，I 1 2 )φ1¾ ®¾¾¾¾
(α1 1，α1 2 ) ( I 0 1，I 0 2 )φ0¾ ®¾¾¾¾

(α0 1，α0 2 ) ( I-1 1，I-1 2 )φ-1¾ ®¾¾¾¾
(α-1 1，α-1 2 ) ( I-2 1，I-2 2 )φ-2 → ⋯，

使得W ≅ Im (α0 1，α0 2 )，且对任意FP-内射右 T-模E = (E1，E2 )φE，任意整数 i ≥ -n，Hi (HomT (E，Δ) ) = 0. 由

引理3可得内射右A-模的正合列

Δ1：⋯ → I 1 1¾®¾¾
α1 1 I 0 1¾®¾¾

α0 1 I-1 1¾®¾¾
α-1 1 I-2 1 → ⋯，

其中 W1 ≅ Im α0 1. 任取FP-内射右A-模 J，则右T-模的序列
0 → (J，0)0 → (J，HomA (U，J ) ) φJ → (0，HomA (U，J ) ) 0 → 0，

正合，且对任意 f ∈ HomA (U，J )，u ∈ U，φJ ( f ⊗ u ) = f (u )，从而
~
φJ是同构。于是得到复形的短正合列

0 → HomT ( (0，HomA (U，J ) ) 0，Δ) → HomT ( (J，HomA (U，J ) ) φJ，Δ) → HomT ( (J，0)0，Δ) → 0，
由 引 理 3 可 知 ， (J，HomA (U，J ) ) φJ 是 FP- 内 射 右 T- 模 ， 故 对 任 意 整 数 i ≥ -n， Hi (HomT ( (J，
HomA (U，J ) ) φJ，Δ) ) = 0. 因为 BU是平坦模，由文献［11］的引理 4. 2可知，HomA (U，J )是 FP-内射右 B-模，

故 (0，HomA (U，J ) ) 0是FP-内射右T-模，因此对任意整数 i ≥ -n，Hi (HomT ( (0，HomA (U，J ) ) 0，Δ) ) = 0. 利用长

正合序列引理可知，对任意整数 i ≥ -n + 1，Hi (HomT ( (J，0)0，Δ) ) = 0. 对任意m ∈ Z，由

HomT ( (J，0)0，( Im 1，Im 2 )φm ) ≅ HomT ( (J，0)0，h ( Im 1，Ker~φm ) )
≅ HomRM(A) × RM(B ) (q ( (J，0)0 )，( Im 1，Ker~φm ) ) ≅ HomA (J，Im 1 )，

故对任意整数 i ≥ -n + 1，Hi (HomT ( (J，0)0，Δ) ) ≅ Hi (HomA (J，Δ1 ) ) = 0，因此 W1 是 (n - 1)-Ding内射右

A-模。

设 (π1，π2 )：( I 0 1，I 0 2 )φ0 → W是序列Δ中的满同态，考虑如下交换图。

I 0 2¾®¾¾
~φ0 HomA (U，I 0 1 )

π2↓ ↓HomA (U，π1 ) = π1∗

W2¾ ®¾¾¾¾
~φW HomA (U，W1 ).

因为 pdUA < +∞，所以由文献［10］的引理 2. 5可知，序列HomA (U，Δ1 )正合，故π1∗是满同态。又因为

( I 0 1，I 0 2 )φ0是内射右T-模，所以由引理3可知
~
φ0是满同态。因此

~
φW是满同态。
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对任意 j ∈ Z，存在态射 ρj：Ker~φj → Ker~φj - 1，使得行正合的下图可交换。

⋮
↓

⋮
↓

⋮
↓

0¾®¾¾ Ker~φ1¾®¾¾ I 1 2¾®¾¾
~φ1 HomA (U，I 1 1 )¾®¾¾ 0

ρ1↓ α1 2↓ α1 1∗↓
0¾®¾¾ Ker~φ0¾®¾¾ I 0 2¾®¾¾

~φ0 HomA (U，I 0 1 )¾®¾¾ 0
ρ0↓ α0 2↓ α0 1∗↓

0¾®¾¾ Ker~φ-1¾®¾¾ I-1 2¾®¾¾
~φ-1 HomA (U，I-1 1 )¾®¾¾ 0

↓
⋮

↓
⋮

↓
⋮

由第二列和第三列的正合性及长正合序列引理，可得内射右B-模的正合列

Ε：⋯ → Ker~φ1¾®¾¾
ρ1 Ker~φ0¾®¾¾

ρ0 Ker~φ-1¾®¾¾
ρ-1 Ker~φ-2 → ⋯，

其中Ker~φW ≅ Im ρ0. 任取 FP-内射右 B-模 L，由引理 3可知，(0，L ) 0是 FP-内射右 T-模，故对任意整数 i ≥
-n， Hi (HomT ( (0，L ) 0，Δ) ) = 0. 对 任 意 m ∈ Z， 由 函 子 q，h 的 伴 随 性 可 知 ， HomT ( (0，L ) 0，( Im 1，Im 2 )φm )
≅ HomB (L，Ker~φm ). 故对任意整数 i ≥ -n，Hi (HomB (L，Ε) ) ≅ Hi (HomT ( (0，L ) 0，Δ) ) = 0，这表明 Ker~φW是 n-

Ding内射右B-模。

（ii） 因为
~
φW ：W2 → HomA (U，W1 )是满同态，所以存在右T-模的正合列

0 → (0，Ker~φW ) 0 → (W1，W2 )φW → (W1，HomA (U，W1 ) ) φW1 → 0， (∗)
其中对任意 g ∈ HomA (U，W1 )，u ∈ U，φW1 (g ⊗ u ) = g (u )，从而 φW1 是同构。又因为W1是 n-Ding内射右 A-

模，故存在内射右A-模的正合列

Λ：⋯ → I1¾®¾¾
d1 I0¾®¾¾

d0
I-1¾®¾¾

d-1 I-2 → ⋯，

使得W1 ≅ Im d0，且对任意FP-内射右 A-模E，任意整数 i ≥ -n，Hi (HomA (E，Λ) )= 0. 因为 pdUA < +∞，所

以序列HomA (U，Λ)正合，于是可得内射右T-模的正合列

ϒ：⋯ → ( I1，HomA (U，I1 ) ) φI1¾ ®¾¾
(d1，d1∗ ) ( I0，HomA (U，I0 ) ) φI0¾ ®¾¾

(d0，d0∗ ) ( I-1，HomA (U，I-1 ) ) φI-1 → ⋯，

其中 (W1，HomA (U，W1 ) ) φW1 ≅ Im (d0，d0∗ ). 任取FP-内射右T-模 J = (J1，J2 )φJ，对任意m ∈ Z，
HomT ( (J1，J2 )φJ，( Im，HomA (U，Im ) ) φIm ) ≅ HomT ( (J1，J2 )φJ，h ( Im，0) )

≅ HomRM(A) × RM(B ) (q ( (J1，J2 )φJ )，( Im，0) ) ≅ HomA (J1，Im ).
由引理 3可知 J1是FP-内射右A-模，故Hi (HomT ( (J1，J2 )φJ，ϒ) ) ≅ Hi (HomA (J1，Λ) ) = 0 (∀i ≥ -n ). 因此右

T-模 (W1，HomA (U，W1 ) ) φW1是n-Ding内射模。

因为右B-模Ker~φW是n-Ding内射模，故存在内射模的正合列

Θ： ⋯ → Q1¾®¾¾
α1 Q0¾®¾¾

α0
Q-1¾®¾¾

α-1 Q-2 → ⋯，

使得Ker~φW ≅ Im α0，且对任意FP-内射右B-模 L，任意整数 i ≥ -n，Hi (HomB (L，Θ) ) = 0. 因此可得内射右

T-模的正合列

(0，Θ)：⋯ → (0，Q1 )0¾®¾¾
(0，α1 ) (0，Q0 )0¾®¾¾

(0，α0 ) (0，Q-1 )0¾ ®¾¾
(0，α-1 ) (0，Q-2 )0 → ⋯，

其 中 (0，Ker~φW ) 0 ≅ Im (0，α0 ). 任 取 FP- 内 射 右 T- 模 J = (J1，J2 )φJ， 则 在 右 B- 模 的 正 合 列 0 →
Ker~φJ → J2 → HomA (U，J1 ) → 0中，Ker~φJ是FP-内射模，又因为 BU是平坦模，由文献［11］的引理 4. 2可
知 HomA (U，J1 )是 FP-内射模，所以 J2 也是 FP-内射模。对任意 m ∈ Z，由函子 q，h的伴随性可知，

HomT ( (J1，J2 )φJ，(0，Qm )0 ) ≅ HomB (J2，Qm ). 因 此 对 任 意 整 数 i ≥ -n， Hi (HomT ( (J1，J2 )φJ，(0，Θ) ) ) ≅
Hi (HomB (J2，Θ) ) = 0. 故 (0，Ker~φW ) 0是n-Ding内射右T-模。
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综上，再由文献［13］的命题2. 3可知在正合列 (∗)中，右T-模W = (W1，W2 )φW是n-Ding内射模。

推论2 设R是右凝聚环，T = ( )R 0
R R

是由R作成的形式下三角矩阵环，W = (W1，W2 )φW是一右T-模。

（i） 若 W是 n-Ding内射模，则 W1是 (n - 1)-Ding内射右R-模，
~
φW是满同态，且Ker~φW是 n-Ding内射

右R-模；

（ii） 若 W1，Ker~φW 是 n-Ding内射右R-模，
~
φW是满同态，则 W是 n-Ding内射右T-模。

证明 由文献［16］的推论4. 5可知T是右凝聚环，再由定理2易见结论成立。
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